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MÉMOIRE 

SUR LA DISPERSION DE LA LUMIÈRE. 

' ■’V 

. . I , * . . J ■ f: 

Considcrationt génératet. ^ . 

Dan* nu mémoire précédent , nous avons fait voir comment les lois de propagation 
et de polarisation de la lomière pouvairnt se déduire des équations aux différences 
partielles qui représentent le mouvement d'un système do molécules sollicitées par des 
forces d’attraction ou do répulsion mutuelle [voyez le cinquième volume des Exereiea de 
rnaihématiqaes]. Toutefois, comme les furmules (i i) de la page i3i du quatrième volume 
des Sxtrcieet, auxquelles nous avons eu recours, ne sont qu’approximatives, les lois que 
nous avons établies ne sont pas rigoureusement exactes. Pour s’en convaincre , il suffit 
d’observer que, dans l'énoncé do ces lois, on ne trouve rien qui soit relatif h la na- 
ture do la couleur. Or la dispersion des couluurs par le prisme prouve que , dans les 
corps transparents, la vitesse do propagation de la lumière n’est pas la mémo pour les 
différentes couleurs. D’ailleurs les physiciens qui ont adopté l’hypothèse des ondula- 
lions lumineuses, soppoaent avec raison que la nature de chaque couleur est déterminée 
par la durée plus ou moins grande des oscillotidns des molécules de l'éther, do même 
que la nature de son produit dans un corps solide ou fluide est déterminée par la duiée 
plus ou moins grande des oscillations des molécules du ce corps. Il est donc naturel d’ad- 
mettre qu’il existe une relation entre la vitesse de propagation de la lumière et la durée 
des vibrations lumineuses. Or cette relation ne saurait se déduire des équations aux dilTé 
ronces partielles inscrites sous le n.° (ii). è la page i3i du 4-* volume des Exercicet. 
Mais il importe de remorquer que ces équations se tirent elles-mêmes de formules plus 
générales que j’ni données dans le troisième volume [pages 190 et suivantes]. Frappé de 
cette idée , M. Coriolis luu conseilla do rechercher si la considération des termes que 
que j’avais négligés en passant des unes aux autres no fournirait pas le moyen d’expliquer 
la dispersion des couleurs. En suivant ce conseil , je suis heureusement parvenu à des 
formules b l’ulde desquelles on peut non-seulement assigner la cause du pliénouiène dont 
il s’agit, mais encore en découvrir les lois qui , malgré les nombreux et importants tra- 
vaux des physiciens sur cette matière, étaient restées inconnues jusqu’b ce jour. 

Pour que l’on puisse saisir plus facilement les principes sur lesquels repose l’analyse 
dont je vais faire usage , je reproduirai d'abord en peu de mots les équations différeuliellcs 

t 
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qui déterminent le mouTement d'nn ty»tbme de molécule* «ollicitéei par de* force* d’at* 
traction ou de répuUion mutuelle. 


S i." Équationt différenlitlla du mouvement d'un ^etime de moUeule* eolUeiUet 
par de» force* tCaUraelion ou de ripuUion mutuelle. 

Considéron* un *y*tèmo de molécule* ou point* matériels distribué* arbitrairement 
dent une portion de l’espace et sollicités au mouremeot par des forces d'attraction ou de 

répulsion mutuelle. Soient m la masse d’une de ces molécules, m , tn', m', 

celles dos autres , et supposons que , dans un état d’équilibre du système , m, y, e Ré- 
signent les coordonnées de la molécule m rapportées à trois axes rectangulaires , 

X y y ->t- ty , î-l-Aî les coordonnées d’une autre molécule m, 
r la distance des molécules m et m , 

a , P , 7 les angles formés par le rayon recteur r arec les demi-axe* des coordonnée* 
potitircs. Admettons d’ailleurs que l’attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses 
m et m , étant proportionnelle h ces masse* et è une fonction de la distance r, toit 
représentée , an signe près , par 
(») mmf(r) , 

f(r) désignant une quantité positire lorsque les masse* m , tn s’attirent , et négatire 
lorsqu’elles se repoussent. La résultante de* attractions ou répulsions exercées sur la mo- 
lécule m par les molécules tn , tn', ... , aura pour projections algébriques sur les 
axes coordonnés 

(a) mS[mcos«f(r)] , mS[tnco*pf(r)] , mS[mcot7f(r)] , 

\ 

la lettre S indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs aux dirertes mo- 
lécules m , tn', etc ; et, puisque le système est , par hypothèse , en équilibre , on 

aura nécessairement 

( 5 ) S[tncosaf(r)] = 0 , S[mcospf(r)] = o , S[tnco*7f(r)] = o. 

Ajoutons que les quantités ax , &y, Az pourront être exprimées en fonction de r 
et des angles « . ^ , 7 par les formules 

(ii) ai = rco*oc, &y = reot^, az = roos7. 

Supposons maintenant que , le système Tenant & te mouroir , les molécules m , tn , 
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( 5 ) 

m', te déplacent dtn« Tetpace, mais de manière que la distance de deux molécules 
m et m Tarie dans un rapport peu difiérenl de l'unité. Soient, au bout du temps i , 

îi a, î 

des fonctions de x , y, t , t qui représentent les déplacements très-petits de la mo- 
lécule m , mesurés parallèlement aux axes coordonnés . et 

la distance des deux molécules m, m. La quantité très-petite « exprimera la dila- 
tation linéaire mesurée suirant le rayon recteur r ; et , comme les coordonnées res- 
pectires des molécules m , m deviendront 

» + ïf 7 + "» *-+-5» ® + î + *(» + 0' + a + + » * + ï + è(* + *l)t 

les projections algébriques de la distance r(i-|-i) seront évidemment 


4»-j- 4Ç , 

4jr -j- 4a , 

4S-J-4Ç, 

on , ce qui revient au même , 



rcosa-}-4{, 

rcos?-j-4a. 

reoS7-f-4Ç. 


On trouvera par suite 

(5) r*(i 4-i)* = (rcos«-4-âS)*-f-(rcosp-4-aa)>-j-{rco87-l-aC)*, 
et l’on en conclura 

(6) I -|-«= y/|l-j--^(coa«Aï-|-COspia-f-COS7A!;)-j--^(A{’-j-4a*-l-4Ç*)|. 

D’ailleurs , au bout du temps t , le rayon recteur mené de la molécule m è la 
molécule m formera , avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles dont 
les cosinus seront représentés, non plus par 

(y) cosa = ^ , 

maû par « 


Ay 

eosp = -f , 


Af 

eoi7=s — , 
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(4 ) 


àS Au AC 

4 ^4B Oo»*+— 1 * J* C0$«+ — k^a.ky COi74- — 

.Q. Ax+Aç r Aj+An r A* + AÇ ^ ' r 

' r(i+i) 1 + 1 ' '•(i + i) 1+1 ’ r(i + «) l + i 

En conséquence, les projections algébriques de la force moirice résultante des attractions 
ou répulsions exercées par les molécules m , m' , ... sur la molécule ut , deTien* 
dront respectivement égales aux trois produits 


(9) 


«sjm(cosx + ^)^ï^^|. 

I «sjm(cosp + ^)-^‘^j. uts[m[cos7+^)- ^' : ^;^;> l|. 


tandis que les coefficients de m dans ces produits , savoir , 

f[r(i+0] I 

J » I *• -T" " • 

(lO) 


sjm(cosx + ^)-Ml^ 
sjm(cos? + ^)-^^^j. sjm(cos7 + ^)-î^îlî^ 


représenteront les projections algébriques de la force accélératrice qui sollicitera la mo- 
lécule m , et qui sera due aux actions des molécules m, m', etc... D'autre part , si 
l'on prend ic,^, s, t pour variables indépendantes, les projections algébriques de 
la force accélératrice capable de produire le mouvement observé de la molécule m , 
pourront être représentées par les expressions 


d*ï <<*a <<•!: 

rff ' dr ’ df 


puisque ï , a , désignent les déplacements très-petits de la molécule m mesurés 
parallèlement aux axes de x , y , »• Donc , si le mouvement est uniquement dû aux 
actions moléculaires , on aura 


('■) 
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( 5 ) 

ConceTons à prêtent qae, le* dépUcemenl* ( , * , C et leur* différence* finie* étant 
con*idérée* comme de* quantité* infiniment petite* du premier ordre , on néglige , dans 
le* second* membre* de* formule* (il), les infiaiment petit* de* ordre* supérieur* au 
premier. Alors , comme on aura , en vertu de l’équation (6) , 


(la) i = — (co*»4Ç + cos?‘^’> + co»7Aî;) , 

on ne devra conserver dans le calcul quo la première puissance de •; et, en faisant , 
pour abréger , 

(lî) /(r) = rf'{r) — f(r) , 

on trouvera 

(i4) = 


Par suite on tirera des formules (i i) , réunies aux équations (3) , 


(i5) 


-^ = s|m-î^4ç| +S[m/(r)icos«] . 
= S |m 4a I + S [m/(r) • cosf] , 

S |m-^|^4ï| + S[m/(r)scos 7 ] , 


ou , ce qui revient au même , 

S 4t].^S 4* [ 4S j , 

, 0 ) 


Telle* sont le» équations propre* à représenter le mouvement d’un système de molécule* 
qui , étant sollicitée* par des forces d’attraction ou do répulsion mutuelle , s’écartent très- 
peu de* positions qu’ello* occupaient dans un état d’équilibre du système. 
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§ a. Intégration du équations itablUê dan» U paragrapht précédant. 


Quelle* que soient les Taleurt générales de ( > « , C propres k vérifier les équations 
(iC) du paragraphe précédent, on pourra toujours les supposer développées en séries 
d’exponentielles dont les coeflicients soient de* fonction* linéaires des variables indépen- 
dantes x,jr, I, En d'autre* termes , on pourra représenter ( , a , C par des ex- 
pression* de la forme 

] 

(i) ç = B = î = ItsC"+»y+~)*«-^ 

U , V , w désignant des constantes arbitraires , mais réelles , a , b , ( des fonctions 
réelle* ou imaginaire* de sb , / , z , ( , convenablement choisies , et le signe x in- 
diquant une somme de termes semblables les uns aux autre* , mais correspondants k di- 
vers systèmes de valeur* de* constantes arbitraires u , v , w. Cela posé, soient b , 
f , f les parties réelles des fonction* O.b.C, et — g , — I), — les coeffi- 
cients de dans ces mémos fonctions. Les formules (i) deviendront 


(«) 


<t= i(< 


Comme on aura d’ailleurs 

(5) ^(M+»y+«) sin _|_ VJ, ,p.) , 

on tirera des équations (a) , en développant les produits renfermés sous le signe i, et 
supprimant les partie* imaginaires dans les valeurs de ( , a , C qui doivent rester 
réelle* , 

I Ç = l[bcos (u* + vy + «>•) + fl»'“ (“* + «y + »»)] > 
a = z[rcos (ox -f- rj -j- «»:) 4* l)sin (ux + w*)] . 
i; = ï[fcoi(Mx-i-«j' + wî) + i sin («X -t- ly + ws)] . 

Soient maintenant 

(5) (a> + v*+m-)^ = *- 

H 
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(6) 


( 7 ) 


U m fit 



Lei coiMlaolM a , b , e Térifieroat la fornulo 

( 7 ) o'+6* + c*=i, 

et repréiéDteroiit loi coiioua de* anglet forméa par une cerlaine droite OP arec lea 
demi-axet det coordonnées positirei. De plus, comme on tirera des équations (6) 

(8) U = An , v = kb , w = ke, 
et par suite 

(9) uas + ty» 4 * ^ + 87 + ®*) . 

il est clair qn'en posant , pour abréger, 

( 10 ) t. = a» + éy 4- e* , 
on réduira les équations (4) aux snirantes 

! E = x(bcosért.4'i0s>DAt) , 

r=:(rcos4v4* IjsinAt.) , 

C = i(fcos4i. 4~ isinAv) . 

Alors <■ représentera la distance du point [x,y,t) à un plan OO'O' mené par 
l’origine et perpendiculaire au demi-axe OP, cette distanco étant prise arec le signe 
4- ou arec le signe — , suirant qu’elle se mesurera dans le même sens que le demi- 
axe OP , ou en sens inrerse, à partir du plan OO' O" dont l’équation sera 

(la) aa: 4- 4- ®* = ® • 

Il reste ë faire roir comment on pourra trourer les râleurs des coeflicients b , t , (, 0 , 
I) , I exprimées en fonctions do la rariable t et des constantes arbitraires k , a , 
b , e. On J parriendra sans peine, à l’aide des considérations suirantea. 

Considérons d’abord le cas particulier où cbacuno des inconnues f , a , t serait re- 
présentée par un seul des termes compris sous le signe 2 dans les formules ( 11 ), 
c’est-ë-dire , le cas où l'on aurait 


N 
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? = ÿco«A^ + 0sinAt , 

« = tcoiki' , 

C = fcosAv -f- i iioA» . 

Alors , en indiquant par la caraclérislique A l’accroisiement que reçoit une fonction 
de X , y , t , quand on fait croître x de Ao; , y de A^, z de As , et par la 
lettre t l’angle que forme le rayon r arec le demi-axe OP, on trouvera 

(i4) cos ■ 

.1 

puis on tirera i.* de l’équation (lo), jointe aux formules (4) du Si.**. 



(|5) Az = aAx-|-4Ayf-l"**® = ’’®®*^» 

et par suite 


(. 6 ) 


Acos4t. = cos(K-|-AAt.} — cos(Ai.) 

= — [i — cos(Arcosi)]cosAv — sin(Arcosé).iinAi , 


( AsioAt = sin(Az^- A ai-) — sio (Av) 

— — [■-•>- cos(Areosd)]sinAv-(~*'''(^'’'^‘^)-*^**’^'' » 

a.* de la première des équations (i 5) , 

(17) A4 = — (dcosAt -j- JsinAi,)[i — cos (Areas 4)] + (jcosAv — J|sioAv)sin(Atco5é). 


Donc, si l’on prend pour variablas indépendantes v et 1 , au lieu de x, y, 
on aura simplement 

(.8) A4=x-[.-cos(Arco.é)]4+ g. 

ou , ce qui revient au mémo , 


(‘f») 


i 


AÇ = — aïsin’ 
An = — ansin’ 
AC = — aCsin’l 


AccosJ \ fin(Arcosé) rf? 


a 


di. 

Arco»^ 

\ , sin(ArcosA) 

du 

a 

1 ' * 

dv 

kreoiS 

\ sln(Arcosé) 

1 I ■" ~ ' 



) sln(Arcosé) rfC 

+ _ ^ _ 


on trouvera de même 
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(9 > 

Ën lubitiluiDt le< Tileurs précédenle* de , An, dans les équations (i 6 ) du 
S I.**, et raisant, pour abréger, 

^ ^ S| sin* j + S 

3IL = s[-Ü:^^^^-,in-(i!y.) I co,»p.in»[*r‘*) J . 

JP;=S|— PO»?W7«P*^-^^^j I . 

^ = s| **"^^*^ — co 87 pot»sin*|- ^^* j I f 
A = s[ 2 î:î^eo,.co,p. 5 n*[-^) j ; 

! -Ç' = s|-^î|^^ain(Arpa**)| + s|-IÎ^^!i-«oa*«aiii(*rcoad) I , 

(ta) I JTL' = S I *tP {krçott) j-jl- S cos * Pain (Arrcosf) . 

I «Tti' = s| sin (fa-jcqa<) 1 4-^ | ^ -- e oa^yty (Arcosd) | i 

^' = S -î^^^ppsp«>sv»ip*riMsd)| , 

1*5) ^ = S I • cos7COSttsin (krco$t) j , 

^' = s| cos«coapsin(fa'cos<)| ; 

oa en ooDclofs 

a 

f 
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{ 10 ) 


I S-=-('C'+*-+w+(<’S+s'’ï+?î)- 

[ ;;.‘=-«i+T.+wt+(?'ÿ+*'^+a-j).' . 

Les équations (s4) >o simplifient lorsque , dans l’état d'équilibre du système proposé , 
les masses des molécules m , m', m‘, etc..., sont deux à deux égales entre elles , et 
distribuées symétriquement de part et d'autre d’une molécule quelconque m sur des 
droites menées par le point arec lequel cette molécule coïncide. En effet', comme la râ- 
leur de cos J déterminée par l’équation ( 1 4) > et par suite les termes dont se composent 
les sommes indiquées par le signe S dans chacune des formules (sa) , (i5) , changent 
de signe eu même temps que les cosinus des trois angles a , p , y , il est clair que ces 
termes, comparés deux è deux , seront, dans le cas dont il s’agit, équivalents au signe 
près , mais afiTectés de signes contraires. Donc alors les coefficients désignés par 
OR. ', 'R', 9', dV s’évanouiront , et les équations (a4) se réduiront è 

-^=-(aï+ORs+Çç), 


Les équations (aS) fournissent le moyen de déterminer, au bout do temps ( , les 
trois fonctions s, C , ou , ce qui revient au même , les six fonctions D, t, f, g, 
I] , t , lorsqu’on connaît les valeurs initiales de ces mêmes fonctions et de leurs dérivées 
prises par rapport è t . En effet représentons par 


L * s, , C« , , é# , , ff , l|», t , 

les valeurs initiales de 

c, V, t, f, 0, h» 

et pour 


Digitized by Google 



( •> ) 


Cl • <9| # Cl f ^11 ^1 * ^11 îl 1 * 

le* valoun initiilei de . , 

di dv dû di * df dl dÿ dif di 

di ' IT ' Ht ‘ HT ' Hî ’ dt ’ dl ' ~dî ' HT ‘ 

On aura, en verlu dea formolea () 3 ) • 

I 

C, = i.cosAi + 0,sin/tt. , 

» 

(16) q, = f.coaArt. + q.aio/l't. , 

C. = f,co»Jlcv 4 * i«ainifct; 

Cl = ^iCoiAti. 4 -SiainAa 1 

(17) <1 = f,coiii , 

Ç, = fiCosArt' + ti»înAv 

et l’on pourra déduire deaéquation» (i 5 ) lea valeura de C> ai C • relatlvea k un inalant 
quelconque , en auirant Ia méthode que noua allona indiquer. 

Soient Jb . 'lit» > 0 lea coainua dea anglea que forme , arec lea demi-axea dea a; , 
y, Z poailirea, une droite OA menée par l’origine, et prolongée dana un certain 
aena. On aura 

(98) <A,' + tfi>* + ©*= 1 ; 

et la droite OA aéra repréaentée par la formule 



Soit encore 

( 5 o) •=ÆC + lfiia + GC- 

La râleur de « déterminée par la formule (99) , repréaentera le déplacmnent de la 
molécule m meauré parallèlement à la droite OA , et aéra poaitire ai ce déplace- 
ment ae compte dana le même aena que la direction OA , maia négatire dana le caa 
contraire. D’ailleura, ai l’on combine par roie d’addition lea formulea (aS) aprèa avoir 


I 
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( 1 * ) 

multiplié le* deux membre* de la première par <A> , 
troisième par Q , et >i l’on choisit ,Ai , tfb > Q , 
de manière que le* troia fraction* 


de la leconde par 
ou plutôt le rapport 


dit > de la 

tJb 0 

0^ ail 


(5i) 


^A.+^iJÎ>+^0 AJ.+3ÎCdî,+îfô 

“ Â, ’ ïb O 


derienncnt égale* entre elle*, on trourera, en désignant par la valeur commune 

de ces trois Craction* 


(5t) 


rf*a 


=£—>*•* 


t 


Or il exi*te trois valeur* de ** propre* à vérifier la formule 


(35) 


^o»o+31tilb+$G ^^+gilb+3t.c 
0», ~ ilb 0 


et par conséquent les trois équation* 

(4J-a-)A + Adï, + ^0=o . 

^ 0^> •“ * *) tfiî *1' 5? 0 ® » 

^jio *4* —**)e =** é . 

(35) (^-«•)(3TL-s*j(0Ti-*»)-Ç*(^-»*)-^-(3TL-»')-.Sl-(3t,-**)+«îP^5l=o, 

De plu* à ce* trois valeurs de a' correspondent trois systèmes de valeur* pour les 

rapports ^ ► et par conséquent trois droites OA', OA', OA"' avec lesquelle* 

on peut faire coïncider successivement la droite OA . Enfin il résulte de la forme de* 
équation* (34) que ces trois droites se confondent avec le* trois axes de la surfiico du 
second degré représentée por l’équation 

(36) ^x*4-3ILy-t-ai>a* + aîPya + *^ix+aAxysB I , 

et l’on peut ajouter que, dans le cas ob cette surface est un eiliptoïde, le* trois valeur* 
de a’ sont précisément le* carrés des trois demi* axe*. Donc, è l’aide de la formule 


(34) 

desquelles on tire 
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( «3 ) 

(3i) > on pourra déterminer , au bout du tempa I , lea troia dépUcemapta de la molé- 
cule m meauréa parallèlement aux troia axea de rellipaoïde , et par auite h troia droilea 
perpcndiculairea entre cilea. Si l’on désigne cea trois déplacements par et 

Ica raleura correapondantea de el>, t)!> • 0 par 

a;, in,'. G'î ift*. G'î A.'", tn,", g". 

on tirera de la formate (3o) 

1 a' = A'5 + lfi,'"+€'S. . . 

» r* î ^ « 

.*=„l,*« + in,'n + G*<. 
a'"=cA,"'«+lfi>"’a + G"'Cl ^ . 

et , comme on a ara d'aii leurs 


( I . dw*’+tn>'*+G'‘= > . «A."*+iftt‘+e"'’=,t . 

i«) { 

I JoU"'+ift,*in,'"+G'G"'=o, J.'"^'-H(?,'"+in,'+G"'G'=o. «fc'J,' 4 ^'i)î,*+G'G**=o, 

puisque lea troia droites OA', OA’, OA" so coupent b angles droits , on conclura des 
formules ( 37 ) . 

I .i.'.'-fx'"*"'. 

(39) I a = in,v-f ijî,'»'+in>'"»"'. ‘ • 

( • î = G'»' +G'»' + G"'*'". 

Quant aux ralours générales de **,*'", on les déduira de l’équation (3a) eu opé- 
rant comme il sait 

Soient . », les valeurs initiales de * et de On aura 

al 

(40) •• = «A>5«-l-'tlb». + GC». 

(4») *t = JUt, + “in»*i + ©ti • 

OU , ce qui revient au même , 

t , 

(4t) a« S> [\A, + 4 . (,G)oos*i 4 . ( 4 . 1),H)1, 4 . i,G)ain** , 

(43) », = (II, al» 4- ». in, 4- f,G)«»4s 4- (0,<A> 4- Ij-in» 4- «,G)«®*» » 


I 
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( *4 ) , 

el l'on lire de l’équetion (3s) ’ 

.... . „ • . , • 

, >lnrt P' '7 ’ ' 

( 44 ) » = », CO» *<-!-», = »,co»»< 4 -», / cosiCiit, 

i V ^ '"i . < .■ 

ou , en d’autre» terme» . . > 

(45) .=(\,l,+r.dl,+f.G) 

» ^ a 

' ' J • I 

i 

Cela po»é , faiaon», pour abréger, t ' o ■ ' . ' j / 


(46) 2t,co»^i'-|-]g.»in(t. = f(t,), f.co»4:t.4-l).6inAi, = x(‘^), . t,co»fcfc+i,»ioA»=+(v) , 
(4?) ltiCo»Arv+8iMnAv=:<s(i.)', " f,co»Av7}-l),»inAt=x(»), f,coiAc!-)-i,tinA>'=y'(v) , 


(48) _ ± 

=ft. 

M 

i 

.. 

Lu» fonction» 



t 

(49) ?W. zW. +(‘)i 

♦w. 

X(t), 

T(t) 

représenteront Ica valeur» initiale» de 


t 


£ a V» P • 

rfî 

dn 

rfï 

% > n f V P 

1 ■ 

rft ' 

7t’ 


et 1 00 lire de l'équation (44) * réunie aui 

formule* (4») 

.(45). 

.1 it 


(5o) - — A t(^+°0+t(«-ûQ j xKnO-t-x(«-oQ I ^ 'Kv+nt)+4.(^-g<) 

+ x(»4.nt)+x(p-nQ y(v|.at).fT(»-o<) j 

• I » a f a » ‘ 

Coaceron» mainlenanl que, le» Iroi» râleur» de a* propre» è rérifier Téqualion (33) 
étant poaitire» , lo» valeur» correapondante» et poiitire» de a toieiit désignée» par a', 
a*, a'", et les valeur» correapondante» de n par û', a*, a'". La formule (ô») 
donnera , 
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( «5 ) 


, T(‘+«'0+?(^-n'0 , x(‘+n'0+x(>--'^'0 , +(t+nfO+'K‘-n'«) 

(ai) »=ao HVlb t-e 

« , * ^ 

+ y’'| ^ ^ T(.-nt->)+T(v-n'Q ) ^ 

li-i) I ^(; . x(^+o*0-*-x(^-«“0 ■ g. ’H'.-m'O+'Kv-ifO 

V / =■ , ■ a a ^ 

. r« ..♦(‘+‘i'0+*(«-«'0 1 .„.x(>-+«" 0 +x(v-n *0 , '»’(v+n' 0 +H'(v-n '0 ) 

'^J:r ï i )*• 

c:i -"V . j^,» x(^+Q'"0+x(^-tf"0 I . 

' ' “ a a a 

J , I a a a j ■ 

En Mibitituant 1rs saicnrs précédentes de ■*, n'" dans les équations (Sq) , on ob ■ 
tiendra pour i , n , K des fonctions du v et de ( qui auront In doiibin propriété 
do satisfaire , ou bout d'un temps quelconque t, aux équations (a5) , et do tériller , 
pour une râleur nulle de t , les conditions 


(ô4) « = •(>'). " = X(0. ? = '{'W: ^ = 

•• I* • . • ^ 1 


Les inconnues ï , » , 5 et »*, ou les déplacements de la molécule m me- 
surés parallèlement aux axes des x , z et & ceux de rcilipsoïdu (36) , étant déter- 
minées comme on tient de le dire , on en déduira sans peing^la vitesse u de la molécule 
m au bout d’un temps quelconque t. En eflet , si l'on projette cette vitesse i.* sur 
les axes des a: , a , a.* sur les axes de l’ellipsoïde (36) , on trouvera pour projec- 
tions algébriques dans le premier cas ' 


(55) 

dans le second cas 

(56) 

et par suite on aura 


</« 

du 


dt ’ 

‘dt ’ 

dt * 

du' 

rf*' 

dy'" 


bt • 

dt 
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( i6 ) 


H est bon d’obterrer quo le$ éqoalioni (5i), (5i), (53) lont toutes trois comprises dans 
la formde (5o) de laquelle on les déduit eu prenant successirement #=ks', « = a*, 
s = Si d’ailleurs on pose 

(4&) »('•)'=<*>»(*')+ t&xW+ J 

(Sg) n(v) = + ÇT (») , 

ou, ce qui revient au même, 

(€•) »(s) = (b«JU + ^.«4- . 

(6l) h(i) = (îl.ell. + f.ift +f.Ocos*t-4. (jJ,Jp-f !).;){, 4- i,0)siné» , 

) * 

In formule (So) sera réduite & 

»(v+oO+»(«-ftf) . r n(v+n/)+n(s-aO 

( 6 .) . = +J^ dt. 


Dans le mouvement que représentent les équations (Sg) réunies au formnles (Si), (5s), 
(53), les déplacements et les vitesses des molécules dépendent des seules variables v et 
I . Donc , au bout d’un temps quelconque ( , cet déplacements et cet vitesses sont les 
mêmes pour les molécules situées 5 la même distanée t du plan représenté par réqiis- 
tion (is). 

Lorsqu’é l'origine du mouvement, les vitesses et les d^acements des molécules soûl 
parallèles è l’un des trois axes de l’ellipsoïde (3G) , les ibnetioas «(<-) • ti(v) déMrminécs 
par les formules (6o), (6i), et l'inconnue • déterminée par l’équation (6a) s’évanouis- 
sent pour deux des valeurs do a caprésentées par a', s*, t"' ; en d’autres termes , 
deux des déplacements absolut et les titesses absolues des molécules restent toujours p 
rallèles au même axe de l’ellipsoïde. Si , dans le cas dont il s’agit , celui des déplaccnienis 
t, a*, qui dillèro de xéro étant désigné par * , les valeurs initiales de a •-! 
dw 

— , savoir » (v) et n (v) vérifient la condition 
dt \ 
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ir.5) 

la formule (6«) donnera 

( 64 ) 


( >7 ) 

n(t) ==o»'(i) , 


*. = ■'(i. + fi/) . 

Alors la râleur do * sera la radme pour les molécules situées, au bout du temps I , 
k la distance t du plan représenté par ré/)ualion (i s) , et pour les molé- 

cules situées au bout du temps I -4- At k la distance t -f- At , la quantité At étant 
déterminée par la formule 

(65) Ai. = — QAf. 


Donc le mourement d’une molécule quelconque m se transmettra Immédiatement & 
d’autres molécules voisines situées du côté des v négatives , et la vitesse arec laquelle 
le mouvement su propagera dans une direction perpendiculaire au plan OÙ Cf ou la 

valeur numérique de — fournie par l’équalion (ao) , sera précisément la constante 
positive U. De plus , comme la fonction *{t), déterminée par l’équation (6o) re- 
prend la même râleur quand on y fait croître v de , il est clair que la fonction 

> = »(v4-/U) reprendra la môme valeur quand on attribuera raccroissemcnl ^ h 

la>ariable ou à l’accroiatetnent ^ blavarioblo t. Cela posé, biaoas 


(66) 

et 



(67) 



Si, au bout du temps t , on divise l’espace en une inimité de tranches par des plan 
parallèles les uns aux autres , et correspondants aux valeurs de s qui reproduisent des 

valenrs données de U fonction • et da se dérieée ^ , la constante l sepréteo- 

dt 

tera évidemment Fépaisseur f de chaque tranche , tandis que la constante T repré- 
sentera la durée dea osciilationa isochrones successivement exécutées par une molécule. 
Nous nommerons ondes planes les tranebcs dont nous venons de parler, et, pour fixar 
les idées , nous supposerons ces ondes comprises entre des plans tracés de manière qu’au 
bout du temps I l’épaisseur de l’une d’elles soit divisée en parties égales par le plan 
auquel appartient l’équation 

3 


Digitized by Google 



( ■» ) 


( 68 ) 

OU 

(69) 

Alors on anra conslamment 


i = — lU, 

«* -4- iy -f- « = — lU . 


(70) » = "-(o) 

ou , ce qui rerient au même , 


rf» ,, , 

et ^ ~ ' 


(71) . = + + et ^ = An(fl.-A 4 -l).)iL + t.£) 


pour tous les points situés dans les plans qui diviseront en parties égales les épaisseur» 
des difTérentes ondes , et 

(7.) •=-(!)• 

ou , ce qui revient au mémo , 

(75) » = — + ^olR> + f.G) » + ho + t) 5 > + ÛG) 

pour les points situés dans les surfaces planes qui sépareront cos mêmes ondes les unes 
des autres. Do plus, la vitesse de propagation d’une onde plane, c’est-à-dire, en d’autres 
termes , la vitesse de déplacement du plan (G8) ou (C9) , mesurée dans une direction 
perpendiculaire à ce plan, sera constanto en vertu de la formule (68), et représentée 
par n. Comme on aura , d’ailleurs , en vertu des formules (66) , (67) , 


( 74 ) 

ou 

( 75 ) 


ûT = /, 


n T ’ 


il est clair que la vitesse n sera en raison directe des épaisseurs des ondes , et en raison 
inverse des durées des oscillations moléculaires. Enfin on tirera des équations ( 48 ), (66), 

(67) 


(76) 

(77) 


h = ~, 
l 


îir 

t = ka = — , 
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. V 

( >9 ) 

Pt par itiite la forniiile (6n) , qui détermine a en fonction de k pour une direction 
donnée du plan OO'O*, pourra serrir encore à déterminer T ou n en fonction de 
l. Donc il existera généralement une relation entre la ritesae de propagation <t d’une 
onde plane et son épaisseur t. 

Si la condition ( 65 ) était remplacée par la suivante 

(78) 

la formule (63) donnerait 

(79) « = »(v — tu), 

alors In valeur do * sera la mémo pour les molécules situées au bout du temps ( à 
la distance v, et au haut du temps t + AI h la distance du plan 0(ï(y, 

la quantité étant déterminée par l’équation 

(80) ii = nar. 

Donc le mouvement d’une molécule quelconque m se transmettrait immédiatement 
h d’autres molécules voisines situées du côté des c positives , et la vitesse avec laquelle 
le mouvement se propagerait dans une direction perpendiculaire au plan OO'O', ou la 

valeur do ~ fournie par l’équation (68) serait toujours la constante positive 11. 

Dans ce cos, on pourrait encore diviser l’espace en une infinité de tranches et ondes 
plones égales do même épaisseur, & l’aide des plans parallèles au plan OVCy et cor- 
respondants aux valeurs de i. qui reproduisent les valeurs de a et — fournies 

par les équations (7a) et (73). Alors aussi l'épaisseur de l’une des ondes serait divisée en 
deux parties égales par le plan auquel appartiendrait l’équation 

(81) . v = tu, 

ou 

(8a) a» -J- 4 / -(- « = £W , 

•I - 

et les formules (80) et (71) continueraient de subsister ponr tous les points situés dans les 
plans qui diviseraient un parties égales les épaisseurs dos dilTérentes ondes. Enfin l’épais- 
seur l d’une onde plane, sa vitesse de propagation a, et la durée T des oscil- 
lations moléculaires vérifieraient toujours les équations (66) , (67) qui entraîneraient 
encore les formules (74)1 ( 73 ), (77). 

Si les fonctions v(v) , n(v) ne vérifient ni la condition ( 63 ), ni la condition (78) 


■ - 
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( *0 ) 

rinoanaoe « oeMertit d'Atra délerininéq par Iw troU foroiule* (S> ) • (^*) • ( 53 ) dont 
chaouoe «at MmbiabU b la formula (84) • un pourrait le contidérer comme produit par 
la composition de aix inouvemeols pareils b ceox que représentent les équations (64) et 
(7g). Les ondes planes correspondantes aux six mouvements dont il s’agjt se propage- 
raient dans l’espnce avec des vitesses deux h deux égales entre elles , mais dirigées en sens 
inverses . et représentées par tt', n', û"*. 

Si , au premier instant , les déplacements et les vitesses des molécules , mesurés paraU 
lèlement aux axes coordonnés, étaient représentés par des termes semblables 11 ceux que 
renferment les seconds membres des rorniiiles (s6), (sy), en sorte qu’on eût 


(83) 


(. = Z (II, cos t» v) , 
>i. = î(foC 03 it -J- |).sinti) , 
C, = l(f„cosA;t. i, sin^t-) , 


(84) 


fl = ï(îliCOstk-|-g,8intt) , 

«I = »(f.oos*v-^l),siniv) , 

f, = l(f, cosA^t i, sioAv] ; 


ou , ce qui revient au mémo , 


I f . = Z [(J), cos (lur + tjr -|- ®l) + J0. lin («1* + 9- -J- wt)] , 
a. = z[(f.cos (*• -|- V ir») -I- l)«sm(ux -f «y + ws)] , 
f, = ![(£, cos(iw +iy-J-Bii) -(-i.iinCMaî+ty-l-iM;] , 

fl = Z[(ll,cos(a*-4-iy-|-trz) 0,iln(itr-|-«!r4-»*)] . 
a. = Z[(r,cos(iu;-|-e 7 -|- os) -|-i),sin(H«-)-<y-|-iiM)] , 

Ci = I[(fi cos (a* + ly -f.os) t, sio («* -t* ly + os)] ; 

t, étant toujours déterminée par In formule (10) , et le signe z indiquant 
l’addition do plusieurs ou même d’une in&nité de termes correspondants k divera systèmes 
de valeurs dea constantaa « , b. o. A; ou H . « . w i alors , k la place des fonnnies 
( 5 g) , on obtiendMit les auivanles 

a = Z (tJb'.' 4- Ifb'»' + liî,'"»'" ) . 

« =. I(e'a' + 0***4. 0'"*'") , 


(85) 


(86) 


la fonctioi 
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( »» ) 

le* Toloan de «*, étant encore celles qui so déduisent des équations (5i), (5s), 
(55) jninles aux formules (45)- (47)* Alors aussi le oiouTCmenl dtsaysUme pourrait être 
considéré comme produit par la composition de plusieurs ou même d’une infinité de 
■nouremenls semklaMea é ceux que représentent les éqirations (64) et (76). 


Il est bon d’obserter que. dans les formules (85) , (86) , (87), les sommes indiquées 
par le signe 1 pensent êtro composées de lernaas trés-peu diflérens les uns des autres . 
et se changer par suite en intégrales définies. Concerons , pour fixer les idées, que l’on 

remplace le signe I par trois signes J' indiquant une intégration triple cflectuée par 

rapport aux quantités u j- e , w entre les rraiites' — «0 , 4- 00 . Substituons en 
même temps aux coefficients 

( î>. . r. . f. , fl. , I), , t. , 

(88) 

I î>. , t. . f. . fl. . I). . i. , 

et aux fonctions 


(89) 



des produits de la forme 

"D.dudvdm , €,dudvdw , J.dudvdw , <&,dudvdw , %jdudvdw, 3 ,dudvdw , 


(9«) 


^,dudvdw , ^,dudvdw , S.dudvdw , ^,dadvdw , 1 ^,dadvdw , 3 ,dudvdiv : 


et 


edadvdw , e'dudvdw, 9 'dudvdur, «'"dndvdw, 
,dudvd»:s=Ujy)duévdw , %dudvdiu=^n,{*)dùdvdit^. 

Alors, au lieu des formules (85) , (86) , on obtiendra les seiaaotna 


edi 

(9>) 

e.n 


ï.= J' ^J' ^J' ^^^.co${ttx-\-vjr-\-tvz)-{-fB>,ùa{fia-\-vy-^-wi)dudvdw^^ , 
,cos(«a:+ty+a»î) + I9,sin(iii8 + ty + wt)dududw^^ , 
ces (u»+iy + wi) + 3.sin (001 + 07' + ua)dv de dm | , 
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(isy 

r • » ■ T'/ ,) ' f 

(9^) ’i,=J' ^J' ^^^^,cot{ttas-i-vjr + wt)-^f^,»ui{uas+vjr+wi)dudvdw^ , 

<1— + + + -i 

Dan< lenqucllrt 

D, , €. , J,, <&,. 3.; n, , ,)Ç, ,., -f, , ©, , , 3. , 

pourront être des fonclioas quelconques de u , v , w. De plus, les' Torniules (6o), 
(6i) , (88j donneront ^ 

(94) n.(v) = (D.ju + €. 81, + -^.e) cos Av 4- (*.oA, + +3.G)»>nAv , 

• , t • • * SI s I • 

(95) n.(v) = (0,x +®.i)l> + *^.£)cosA'>+ (®,eil + lÇ.I)l> +3,G)sinAv , 


(OG) 


e = 


ii.(v+n/)+n,{v-«/) 




n,(v-«-at)+ii.(i-af) 


■di. 


et l’on en déduira les valeurs de ®’, B*, 0'” en attribuant à <A> , 81, • O le* trois 
systèmes de valeurs »V, ^b', C'î llb*. G*: tA,"*, Xlb'"» G'"* Cela posé, les 
valeurs de Ç , n , Ç , précédemment déterminées par les équations (87) , deviendront 

I i= r r'° (X'e' + Æ*e* + X''»'")dudvdw , 

'■J -*%/ • 

(97) I i>=J' ^J'^J'^{\Si,'a'^<\j\,’»’^^"'e'")dudvdw, 

ç= r* r* r* (0'e'+G'»'+G'"»'")rf«<<«d«'- 

U .««/ “OO*/ «flO 

On peut choisir les coeilicienta • : 

D.. €»., IÇ., 3.i D., «■, 1^.. 3., 

de manière que les valeurs de 


Ço 9 ^99 « ^*9 Cl » f 

fournies par les équations (9») , (98) , se réduisent b des fonctions quelconques de j- , 
y , t , savoir , b ^ 

(98) ï. = î(»,a,0> "• = x(*,J',*)» U = + (*,/,*), 


I 
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( »5 ) 


(99) 5 . = ♦{»■/,»)> ». = x(». 7 .*)» <1 = '«’(•*. r.*)- 

En effet, comme on a géndralement, quelle que toit la fonction t) , 


tontea les intégrations étant effectuées entre les limites — x , -f- « , on, ce qui re- 
vient au même , 


cos(ul+tip+n«)y(l,,a,ï)«<X(i(«fï(farfo(fiB 
+ fcl'jXOX/*’" t\ii{uk+v^+tin)f dudvdw , 


il est clair qu’on fera coïncider les équations (ga), (g3) avec les formules (gS), (gC). si 
l’on prend -■ . . - . . 

®» = |— j jyyooi{uUtji*m)j{l,ii,,)d\idjuÙ^ jy* ^in(uX+r;i+œ>)j4J,fi,v)rfïrf^,. 

= {^) ^/y<:o.(«l+rf.+ir.)4(),(,,,)rf,(/pft, 3. = SSS 


En ayant égard k ces dernières formules , on tirera des équations (g4) et (gS) 

(104) n.(t) = ^^j SSS + 

(105) n.(») |_j ^^^y*[iA>*(l,(x,*) + |jl,x(l,fi,v)+0T(l,fi,*)]cos(*i-ul-iifi-tihi)rf.rf(irf)i, 
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ou , ce qui rerient au même , 

1 . ■•...> 

Si, aprè* avoir (Udait de l’équalioo (gü), réunie au» équaliooa (iC)6), (107), les va* 
leurs de e', s*. 0"', on les substitue dans les rorinuirs (97) , ces formules repréaen- 
(eront les intégrales générales dos équations (i 5 ) ou (^6) du $ 1,*', pourvu que les va- 
* leurs de s* déterminées par la formule (44) réelles , et que , dans l'état d’équi- 

libre du système proposé, les masses m', m', m'"....,. des diverses molécules soient 
deux b deux égales eolre elles, et distribuées symélriquemetit dé'ipart et d’autre d’une 
molécule quelconque <n sur des droites meuées par le point avec lequel cette molécule 
coïncide. ' ’ . ' 

I ’ ■ . • • J 

Dans les formules (los), (io 5 ) et (io 4 ). (io 5 ) ou (106), (107), les intégrations rela- 
tives aux variables t,(i, > doiypnt être, commq dons i’équatiqn (tou), généralement 
'effectuées entre les limites — oo , * 4 - °o • Toutefois, si les valeurs initiales des dépla* 
, . dn dX, 

ceinenls E , » , C et des vitesses -7-, — , --- , c est-à-dire, les fonctions 
• \ ai al dt '' 

~ \ 

♦(*./>*)» X(x,j-,s), t{x,y,t) 

00 différaient de téro que pour des valeurs do x, y , t correspondantes aux points 
situés dans un certain espace , par exemple , aux pointa renfermés entre deux surfaces 
courbes, deux surfaces cylindriques et doux surfaces planes représentées par des équations 
do la forme 

(108) s = F,(c,ji), s = F,(*,7'), • , 

{lOÿjr jr = f.(x), jr = f,(»), 

(UO) •=»., »=»ii 

00 pourrait évidemment, dans les formules dont il s’agit, supposer las intégrales prises 
entre les limites 

(il') , = F.(t,p), , = F,(l,p), 

(lia) p = f.(>), p = f,(lj, 

(ii 5 ) \ = x,, X = «,. 
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